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四元数矩阵在航天相机像面位置求解中的应用
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摘要:研究了四元数矩阵在航天相机像面位置求解中的应用。提出了一种功能等同于齐次旋转变换矩阵的改进的四元

数变换矩阵,并依据多体系统理论, 利用改进的四元数变换矩阵和齐次坐标变换矩阵两种方法推导出了对应于地面景物

的两种航天相机的像面位置模型,阐述了利用四元数实时求解的算法来获得各像点的像面位置的实时解的方法。同时

对这两种求解方法进行了计算机模拟。结果证明,利用改进的四元数变换矩阵方法的求解速度比利用齐次坐标变换矩

阵的方法快一些。
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Application of quaternion matrix in resolution

of aerospace camera image plane position
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Abstract: An improved quaternion transformation matrix with function equal to that of corresponding uniform rota�
tion linear coordinate transformation matrix is proposed, and the equation of the corresponding ground scenery posi�
tion in image plane is derived using the quaternion transformation method and the uniform linear coordinate transfor�
mation method and the real�time resolution method for corresponding ground scenery position in image posit ion is de�
rived using real�time resolution method for quaternion. Computer simulat ions made for the two solution methods
proves that the solution speed of improved quaternion matrix arithmetic is faster than that of the coordinate transfor�
mation arithmet ic.
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1 � 引 � 言
[ 1]

� � 像移补偿是提高航天相机地面分辨率的有效

技术方法,但国内像移补偿技术还需要进一步提

高和完善, 其中需要解决的一个重要问题就是获

得准确的像移速度矢。传统的办法是利用坐标变

换等方法求得像面位置矢量, 然后将其对时间微
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分获得速度矢, 这样得到的速度表达式很多是关

于运动参数的三角函数,因此在很大程度上影响

了数据运算的实时性和精确性, 而且也难保证像

移速度矢量的准确性。本文正是基于这个原因,

提出了一套以四元数变换矩阵和四元数运动学方

程为核心的求解像面位置矢量的数学模型。通过

对以坐标变换方法和以四元数与坐标变换相结合

的方法建立的数学模型的比较, 论证了用后一种

方法实现实时地获得精度数据的可行性。

2 � 改进的四元数变换矩阵

2. 1 � 坐标齐次变换矩阵

坐标齐次变换矩阵是实现从一个坐标系列阵

到另一个坐标系列阵转换的行之有效的方法, 如

果用 r表示刚体在惯性坐标系中的位置矢量, 用

r�表示刚体在刚体坐标系中的矢量, 用 A 表示坐

标齐次变换矩阵,那么可有如下关系式:

r

1
= A

r�

1
, (1)

坐标齐次变换矩阵 A由两种变换矩阵组成,一种

是旋转齐次变换矩阵 R:

R=
C 0

0 1
,其中 C为 3 � 3方向余弦矩阵;

另一种就是平移齐次变换矩阵 T: T =

0 p

0 1
, 其中 p 为 3 � 1位置列阵。

2. 2 � 四元数变换矩阵

作定点转动的刚体从某一位置运动到另一任

意位置,总可以由绕通过定点的某根轴线的一次

有限转动来实现,这是欧拉定理所描述的。根据

欧拉定理,将这根轴线的单位矢量用 u 来表示,

刚体绕这根轴转过的有限角度用 �表示,那么四

元数(亦即欧拉参数)就可以按如下式子获得:

q 0 = cos
�
2
, [ q1, q2, q3]

T
= usin

�
2
, (2)

四元数也可用下面形式表示:

q = q0+ iq1+ jq2 + kq3,

旋转齐次变换矩阵 R 中的 C 可以用四元数表示

如下:

C = 2

q
2
0+ q

2
1-

1
2

q1 q2- q 0q 3 q1q 3+ q 0q 2

q1 q2+ q0q 3 q
2
0+ q

2
2-

1
2

q2q 3- q 0q 1

q1 q3- q0q 2 q2 q3+ q 0q 1 q
2
0+ q

2
3-

1
2

, (3)

但可以看出, 此式较繁琐且含二次项, 为了简化

R的矩阵,可以按下式来构造 R:

R =

q0 - q 3 q2 - q 1

q3 q0 - q1 - q 2

- q2 q1 q0 - q 3

q1 q2 q3 q0

q0 - q3 q2 q1

q3 q 0 - q1 q2

- q2 q 1 q0 q3

- q1 - q2 - q3 q0

, (4)

这样就相对简化了 R的矩阵表示形式,而且去掉

了二次项, 此式正是本文着重提出的改进的四元

数变换矩阵。

3 � 利用坐标齐次变换建立航天相机

的像面位置方程
[ 2�3]

3. 1 � 坐标系的建立

各坐标系的建立,如图 1所示。

图 1� 坐标系设置

Fig. 1� Reference frame

( 1)天体坐标系 e0

地心为坐标原点, Z0 轴指向天极, X 0 指向春

分点;

( 2)地球坐标系 e1

地心为坐标原点, Z1 轴指向天极(与天体坐

标系的 Z0 轴重合) , X1 轴指向零度经线和零度纬

线的交点;

( 3)地平坐标系 e2

地物所在的地球表面的位置为坐标原点, Z2

方向为地表的外法向(即 XY 平面与地表面相
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切) , X 2 轴指向南极;

( 4)轨道坐标系 e3

坐标系中心位于轨道之上, X 3轴指向轨道前

向, Y3轴指向天体坐标系之原点 (实际上是地

心) ;

( 5)卫星坐标系 e4

质心为坐标原点, X 4轴为设计指向卫星的头

部(即卫星的前进方向) , Y4轴为设计指向地心;

( 6)相机镜头坐标系 e5

摄像物镜中心为坐标原点, Y5轴与光轴重合

且指向地心方向, X 5轴与卫星前进方向平行;

( 7)像平面坐标系 e6

相平面几何中心为坐标原点, Y6轴与光轴重

合且指向物方, X6 轴与卫星前进方向平行。

3. 2 � 地面景物各点在像平面上的成像位置方程

3. 2. 1 � 计算第一路径地物的天体坐标

地平 �地球 �天体

rdw

1
=

cos � - sin � 0 0

sin � cos � 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

cos � - sin � 0 0

sin � cos � 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

�

cos � 0 sin � 0

0 1 0 0

- sin � 0 cos � 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 R

0 0 0 1

0

0

h

1

, (5)

3. 2. 2 � 计算第二路径地物的天体坐标

相机镜头�卫星 �轨道�天体

rdw

1
=

cos � - sin � 0 0

sin � cos � 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 cos i - sin i 0

0 sin i cos i 0

0 0 0 1

�

cos � - sin � 0 0

sin � cos � 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 R + H

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

�

cos�/ 2 - sin�/ 2 0 0

sin �/ 2 cos �/ 2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

cos �p 0 sin �p 0

0 1 0 0

- sin �p 0 cos �p 0

0 0 0 1

�

cos �f - sin �f 0 0

sin �f cos �f 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 cos �h - sin �h 0

0 sin �h cos �h 0

0 0 0 1

�

1 0 0 0

0 1 0 b

0 0 1 0

0 0 0 1

rm

1
, (6)

3. 2. 3 � 求取地面景物在航天相机物镜坐标系和

像平面坐标系中坐标列阵的关系式[ 4�5]

根据物镜的光学成像原理可得如下关系式:

rm

1
=

- rm(2) / f 0 0 0

0 - rm(2) / f 0 0

0 0 - rm(2) / f 0

0 0 0 1

�

1 0 0 0

0 1 0 - f

0 0 0 1

rph

1
� � � , (7)

那么联立以上各式就可得出像平面空间的坐标列

阵: rph (3 � 1)

而 rph(2)始终为零, 所以 rph (1)、rph ( 3)即为对应

地面景物在像平面的位置。

式中:

�为地球相对天体空间的实时转角;

�为卫星相对地心在轨道平面内扫过的角度;

�p , �f , �h 为卫星偏航角、俯仰角、横滚角;

�, �, R 为地球经度、纬度、半径;

H 为卫星轨道到地面高度;

h 为地物高度;

�为卫星轨道与赤道的升交点相对于春分点的赤

经(角度) ;

i 为卫星轨道平面相对于赤道面的倾角;

b 为相机镜头相对于质心的距离;

f 为相机物镜焦距。

4 � 利用改进的四元数变换矩阵和坐
标齐次变换矩阵建立航天相机的

像面位置方程

4. 1 � 像面位置方程的建立

此方法中各坐标系的建立与上一方法相同,

这样根据坐标变换可得如下地面景物在物镜坐标

系和地平坐标系中的坐标列阵的关系式:

138 光学 � 精密工程 � � � � � � � � � � � � � � � � � 第 12 卷



rm

1
=

1 0 0 0

0 1 0 - b

0 0 1 0

0 0 0 1

3q 0
3q3 - 3q2 - 3q 1

- 3q3
3q0

3q1 - 3q 2

3q 2 - 3q1
3q0 - 3q 3

3q 1
3q2

3q3
3q0

�

3q0
3q 3 - 3q2

3q1

- 3q3
3q 0

3q 1
3q2

3q2 - 3q1
3q 0

3q3

- 3q1 - 3q2 - 3q3
3q0

0 1 0 0

�1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

�

1 0 0 - R - H

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

2q0
2q3 0 0

- 2q3
2q0 0 0

0 0 2q0 - 2q3

0 0 2q3
2q0

�

2q0
2q 3 0 0

-
2
q 3

2
q 0 0 0

0 0 2q0
2q3

0 0 - 2q3
2q0

1 0 0 0

0 cos i sin i 0

0 - sin i cos i 0

0 0 0 1

�

cos � sin � 0 0

- sin � cos � 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1q0 - 1q3 0 0
1q3

1q0 0 0

0 0 1q0 - 1q3

0 0 1q3
1q 0

�

1q 0 - 1q3 0 0

1q 3
1q0 0 0

0 0 1q0
1q3

0 0 - 1q3
1q0

cos � - sin � 0 0

sin � cos � 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

�

cos � 0 sin � 0

0 1 0 0

- sin � 0 cos � 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 R

0 0 0 1

0

0

h

1

, (8)

将式( 8)与式(7)联立,就可求得对应地面景物在像平

面坐标系中的坐标列阵: rph(3� 1)。

上述公式中 q= [ q0, q1, q2, q3]
T 为四元数的矢

量列阵,其中四元数与转角的关系为:

1
q = cos

�
2 + ksin

�
2

2
q = cos

�
2
+ ksin

�
2

3
q = qpqf qh

, (9)

式( 9)中:

qp = cos
�p
2
+ j sin

�p
2

qf = cos
�f
2
+ k sin

�f
2

qh = cos
�h
2
+ isin

�h
2

, (10)

因此,可以将式(9)、(10)代入式( 7)和式( 8)中来求得

坐标列阵 rph。下面详细介绍一下该数学模型中四

元数的实时更新和确定初值的方法。

4.2 � 四元数实时求解
由于在方程 ( 7)、( 8) 中 包含 3 个 四元

数1
q、2q、3q,下面以卫星相对轨道的姿态四元数3

q

的实时求解为例,对此给予详细说明。

图2� 卫星的角运动

Fig. 2� Angular motion of satellite

假设卫星的角运动是刚体角运动,陀螺输出为

脉冲信号,卫星在其连体基中的角速度为 �x4、�y4、

�z4,如图 2所示。在已知卫星的初始四元数,则可用

下述的更新算法来实时求解四元数。

设卫星从第( n - 1) 次采样时间到第 n次采样

时间内的转角增量为:

��x
4
( n) =�

n

n- 1
�x

4
( n)dt

��y
4
( n) =�

n

n- 1
�y

4
( n)dt

��z
4
( n) =�

n

n- 1
�z

4
( n)dt

, (11)

式中 ��x 4( n), ��y4( n) , ��z4( n) 分别为从第 n - 1

次到第 n次采样时间内卫星绕其连体坐标系3个坐

标轴的转角增量, t n- 1, tn 分别为第 n - 1次、第 n 次

采样时刻( n = 1,2,3, . . . )。

从第n - 1次到第 n次采样时间内,卫星转角增

量的模为:

��( n) = [ ��x
4
( n) ]

2
+ [ ��y

4
( n) ]

2
+ [ ��z

4
( n) ]

2
,

(12)

在参考文献的基础上, 将更新后的四元数写成更为

精确的形式:

3q 0
3q 1
3q 2
3q 3 k

=

3q0 - 3q 1 - 3q 2 - 3q3
3q1

3q0 - 3q 3
3q2

3q2
3q3

3q0 - 3q1

3q3 - 3q 2
3q1

3q0 k- 1

cos
��( n)
2

��x
4
( n)

��( n)
sin
��( n)
2

��y
4
( n)

��( n)
sin
��( n)
2

��z
4
( n)

��( n)
sin
��( n)
2 k

,

(13)
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其中 cos
��
2
、sin
��
2
由于 ��很小,所以可以根据工程

的精度要求, 分别将这两个函数在其收敛域[ - � ,

+ � ]内展开成泰勒级数:

sin
��
2
=
��
2
-

( ��)3

48
+
( ��)5

3 840
-

( ��) 7

645 120
+ . . . ,

(14)

cos
��
2
= 1-

( ��) 2

8
+
( ��) 4

384
-
( ��) 6

46080
+ . . . ,

(15)

另外,还需获得第 1次采样时刻( n= 1)的初始四元

数3
q( 0) ,由式( 9)、(10)可知:

3
q(0) =

3
qp(0) �3qf (0) �3qh(0) , (16)

而

� � �

3
qp(0) = cos

�p (0)
2

+ j sin
�p (0)
2

3
qf (0) = cos

�f (0)
2

+ ksin
�f (0)
2

3
qh(0) = cos

�h(0)
2

+ isin
�h(0)
2

, � � (17)

其中, �p(0) , �f (0), �h(0) 即为在轨道坐标系中标定

的用欧拉角表示的卫星初始方位。

对于
1
q、

2
q的四元数运动学方程,依据与上述

一致的方法可实时求解。由于篇幅有限,这里就不

再赘述。

5 � 结 � 论

� � ( 1)本文在原有的四元数矩阵的基础上,从形式

上做了改进,使其实现了与旋转齐次坐标变换矩阵

等同的功能,从而进一步加强了四元数与坐标齐次

变换矩阵的内在联系;

(2)运用四元数矩阵和坐标齐次变换矩阵混合

建模,发挥两种方法的优点,系统地建立了以四元数

为时间变量的像面位置方程,并详细阐述了四元数

实时求解的算法,从而使数学模型更加实用。同时

对该求解方法进行了计算机模拟, 结果证明比单纯

采用坐标变换的求解方法运算速度快。
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